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Opakovani

Pti renderingu se fesi zobrazovaci rovnice, kterou jsme si odvodili na minulé
prednésce. Zobrazovaci rovnice popisuje ustaleny stav, neboli energetickou rov-
novahu svétla ve scéné. Tato rovnovaha plati pro vSechny realné scény. Zobra-
zovaci rovnice je komplexni matematickd formulace problému.

Tvary zobrazovaci rovnice

Plosny tvar

Lo(z,w,) = Le(m,wo)—l—/M Lo(y = 2)-fr(y = & = wo)-G(z < y)-V(z < y)dA4,

Uhlovy tvar

Lo(z,w,) = Le(2,w,) Jr/ Lo(r(z,w;), —w;) - fr(x,w; = w,) - cos(6;) dwy,
H

kde 7(z,w;) je prusecik paprsku z bodu z ve sméru w; se scénou.

ResSeni zobrazovaci rovnice

Zobrazovaci rovnici lze feSit mnoha zpusoby. Naptiklad radiaé¢ni metodou, kterd
ovSem vyuziva urcité predpoklady, jako naptiklad, ze vSechny plochy jsou Lam-
bertovské (maji konstantni{ brdf). Formdlné je zobrazovaci rovnice integralni
rovnici, kterou neumime analyticky vyresit.

Operatorovy tvar zobrazovaci rovnice

Zobrazovaci rovnici lze ptrepsat do tvaru: L = L, + T o L, Kde T je operétor
pfenosu a L je rozlozeni radiance ve scéné v rovnovazném stavu. Jedna apli-
kace operatoru T z jednoho rozlozeni radiance ve scéné udéla jiné rozlozeni
odpovidajici jednomu odrazu svétla. Pokud uz se aplikovanim operdtoru 7' roz-
lozeni radiance ve scéné neméni, dostali jsme se do pevného bodu, tedy k feseni
zobrazovaci rovnice. Tento zdpis velmi zjednodusuje celou rovnici a umoziuje



tak lépe nahlédnout mozné zpusoby feSeni. Prvnim je rekurzivni feSeni. Druhym
je integrovani pres nezavislé cesty.

Monte Carlo integrovani

Jelikoz pii feSeni zobrazovaci rovnice se fesi integraly, které jsou nespojité a
maji téméf libovolné hodnoty, nelze iplné jednose pouzit kvadraturni vzorce
pro numericky vypocet hodnoty integralu. Z tohoto duvodu se pouziva obecnéjsi
postup, kterym je Monte Carlo integrovani.

Kvadraturni vzorce navic nejsou uzitetné pro vyssi dimenze, jelikoz rychlost
jejich konvergence zavisi na dimenzi prostoru ve kterém se integruje.

Na rozdil od kvadraturnich vzorcii se v MC metodach vzorky rozmistuji
nadhodné popiipadé pseudondhodné. Rychlost konvergence MC zavisi pouze
na poc¢tu vzorku a je O(ﬁ) Je tedy rychlejsi nez kvadraturni vzorce pro 3 a

vice dimenzi. P¥i pouzit{ specialnich metod pro rozmistovani vzorki lze rychlost
konvergence jesté zvysit. Jde napiiklad o metodu quazi-Monte Carlo.

Nahodné veli¢iny
Diskrétni

Diskrétni nahodné veli¢iny maji koneény pocet ruznych hodnot, které nabyvaji s

urcitou pravdépodobnosti. Rozlozeni pravdépodobnosti urcuje, s jakou pravdépodobnosti
jsou nabyvany které hodnoty. To lze zapsat pomoci pravdépodobnostni funkce.

Toto rozlozeni 1ze odvodit i z distribuéni funkce, ktera pro danou hodnotu k jeji
pravdépodobnosti pficte soucet pravdépodobnosti vSech ptfedchozich hodnot.
Distribuéni funkce je neklesajici.

Spojité

Spojité nadhodné veli¢iny jsou zobecnénim diskrétnich nahodnych veli¢in pro
nespocetné prostory. Pro spojité ndhodné veli¢iny se misto pravdépodobnostni
funkce pouzivd hustota pravdépodobnosti p(x) (probability density function,
pdf). Pravdépodobnost Pr(X € D) se pomoci ni spocitd takto:

Pr(X e D) = /p(m) da

Nézev distribuéni funkce P(z) (cumulative distribution function, cdf) je za-
chovén, jen je v definici misto souc¢tu pouzit integral:

T

Px)=Pr(X <z)= / p(t)dt

— 00



Rovnomérné rozlozeni

Pro rovnomérné rozdéleni je pdf = %, kde S je velikost té oblasti pies kterou
integruji. Pro hemisféru je pdf = %

Vlastnosti ndhodné veliciny

Nahodné veli¢iny jsou charakterizovany agregatnimi velicinami jako je stiedni
hodnota a rozptyl. Sttedni hodnota E[X] je integrdl hodnoty ndhodné veli¢iny
véazeny hustotou pravdépodobnosti:

EX] = / p(z) dz

D
Rozptyl V[X] se pocitd dle vzorce:
V[X] = E[X?] - E[X]?
Pro nezavislé ndhodné velic¢iny X; plati:
V[Z Xi] = Z VIXi]
Dale plati, ze rozptyl neni linedrni, tedy:
ViaX] = a*V[X]

Pokud Y vznikne transformaci nahodné veliciny X funkci f, pak Y je téz
nahodnd veli¢ina a pro jeji stfedni hodnotu plati vzorec:

BWY) = [ f@)p(e)da

Odhad integralu metodou Monte Carlo

Budeme odhadovat integral I néjaké funkce f(x) definovany takto:

I= Q/f(a:)dx

Primarni estimator

Estimétor je nahodnd veli¢ina, kterd vznikla ur¢itou transformaci jiné nahodné
veliciny. Jeji realizace (hodnota) je konkrétni odhad. Primdrn{ extimator Y in-
tegralu I definujeme vzorcem



kde X je ndhodnd veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti p(z). Toto funguje
pro libovolnou hustotu pravdépodobnosti. Pro jiné nez rovnomérné hustoty
pravdépodobnosti ale potfebujeme funkci, kterd umi generovat nahodné vzorky
s danym rozdélenim a navic pro dany vzorek musime byt schopni vyhodnotit
hustou pravdépodobnosti, s jakou byl vygenerovan.

Nestrannost primarniho estimatoru

Estimator je nestranny pokud v prumeéru déava spravnou veli¢inu, tedy je bez
systematické chyby, to je vyjadieno vzorcem:

kde F' je estimdtor ndhodné veli¢iny @ a @ je odhadovana veli¢ina.
Nestrannost je velmi vyhodna vlastnost, jelikoz jediny zdroj chyby je ndhodna
oscilace okolo hodnoty Q. Nestrannost priméarniho estiméatoru plyne z rovnic:

E[Fpim] = E[Y] = / f)g;p(x) dr =1,
Q

kde Q) je oblast kterou chci integrovat. Plati dulezitd podminkas:

Vee X: f(x) #0 = p(x) #0

Rozptyl primarniho estimatoru

Rozptyl neboli variance je jediné méfitko pro uréeni chyby nestranného es-
timatoru.

1 -2 f(z)? 2
V[Fprim] = Oprim —Q/ (@) de — 1

Pokud p(z) bude podobné f(x) bude vysledny rozptyl maly.

Sekundarni estimator

Jelikoz pouziti pouze jednoho vzorku v priméarnim estiméatoru nezarucuje dosta-
tecné maly rozptyl, pouziva se estimator sekundarni. Ten vyuziva N nezavislych
ndhodnych veli¢in Y; = f(X;)/p(X;) a jako vysledek se vezme jejich prumeér,

tedy:
1 f(X)
= 5 2 (%)

Tento estimator je opét nestranny, jelikoz plati:

E[Fy] = E[% > v = %ZE[YN] = %NI =1

Hustota pravdépodobnosti obecné nemusi byt identicka pro vSechny vzorky.



Rozptyl sekundarniho estimatoru

Pro rozptyl plati vzorec:
1
VIEN] = 7 VIEprin]
Rozptyl je tedy piimo umérny rozptylu primarniho estimdtoru s koeficientem
%. Standardni odchylka je definovdna jako odmocnina z rozptylu a proto je

pouze v N-krat mensi.

Vzorkovani podle dilezitosti (Importance sampling)

Césti vzorkovaného intervalu, kde mé f vétsf hodnotu, jsou dilezitéjsi, protoze
vzorky z téchto oblasti vice ovliviuji vysledek. Vzorkovani podle dulezitosti
umistuje vzorky prednostné do takovych oblasti. Toho se docili tim, Ze pdf
ze které se vybiraji vzorky bude podobnd integrandu. Pouzitim vzorkovani
dulezitosti lze snizit rozptyl pii zachovani nestrannosti.

Pokud bychom pouzili pdf pfimo timérnnou f(z), tedy bychom méli

kde N je normaliza¢ni faktor definovany jako

N= [ @),
Q

ktery zajistuje, Ze se p(z) integruje do 1 a tedy Ze p(z) je hustota pravdépodobnosti,
pak by rozptyl byl nulovy jak je vidét dale.

V[ Fysin] = / !

2
@) 4 — 12 :/f(x)-Ndx—12 :N/f(x)dm—l2
p(z)
Q Q
Po dosazeni za N a pouzit{ definice ndmi odhadovaného integrélu I = [ f(x) dz
Q

dostaneme:

= ([ f@de? =P - P =0
/

Bohuzel v praxi se takovd pdf nedd pouzit, protoze konstrukce p(x) piimo
umeérné f(x) vyzaduje normalizaci, tedy integral, ktery se snazime spocitat.

Odhad irradiance

Pro vypocet irradiance v bodé x plati nasledujici rovnice:
E(x) = / L;(z,w;) - cos0; dw;,
H(x)

kde H(z) je hemisféra nad bodem .



Uniformni vzorkovani

Pfi uniformnim vzorkovani hemisféry méme p(w) = 5. Vysledny estimdtor m4
pak tvar

N
27
Fy = N Z Li(x,wi ) - cos by k,
k=1
kde w; i je k-ty vygenerovany smér, 0; 5 je uhel, ktery svird norméla v bodé x
a Smer w; k.

Vzorkovani dle cosinu

Pro vzorkovani dle funkce cosinus je tfeba pouzit p(w) = %. Vysledny es-
timator ma pak tvar

N
i
Fn = i kz_:l Li(z,wi k),

kde w; i je k-ty vygenerovany smeér.

Vypocet osvétleni z jednoho zdroje svétla

Pii vypoctu osvétleni z jednoho zdroje svétla muzeme pouzit obé predchozi
metodody. V obou piipadech je L; bud nula nebo rovna emitované radianci.
V piipadé vyuziti uniformniho vzorkovéni se generuje hodné vzorku a nédsobi
se malym ¢islem tam, kde je hodnota cos mala. Budeme tedy vzorky generovat
pomoci hustoty pravdépodobnosti imérné funkci cos, tim pouzijeme vzorkovani
dle cosinu. Obé metody budou v prumeéru davat stejny vysledek. Vysledek
bude obsahovat mnoho Sumu, jelikoz pravdépodobnost trefeni svétla je velmi
mala. Pro nékteré pixely se trefime, pro jiné ne. Obé metody maji ale stejnou
nevyhodu, a to, Ze generuji mnoho vzorku, které se poté nasobi hodnotou 0,
protoze se netrefi svétlo. To se ovSem nedéje pii vzorkovani zdroje svétla

Vzorkovéani zdroje svétla

Pii vzorkovani zdroje svétla vyuzijeme pro vypocet irradiance plosny tvar zob-
razovaci rovnice. Budeme tedy fesit rovnici:

E(m):/ALe(y—>x)~G(y<—>x)-V(y<—>x)dA,

kde y je bod na zdroji svétla a stred dA.
Budeme integrovat MC a vzorkovat uniformé plochu zdroje, p(y) tedy bude
rovno ﬁ a vysedny estimator bude mit tvar:

N
FN: 7ZLe(yk—>Jj)G(yk(_)m)V(ka:L.)dA
k



Ndhodné tedy vybereme y na zdroji svétla, z popisu scény ziskdme radian-
ci ve sméru x, otestujeme viditelnost a prendsobime geometrickym faktorem.
V pruméru opét dostaneme stejny odhad jako v predchozich 2 piipadech. Ale
mnozstvi Sumu bude mensi. Do tohoto pfistupu nejde jednoduse zabudovat co-
sinovy faktor. Nagtésti to tolik nevadi, jelikoz velikost prumétu zdroje svétla na
jednotkovou polokouli je mald a rozdil hodnot funkce cos pro ruzné vzorky na
tomto zdroji je tedy zanedbatelny.

P#imé osvétleni na ploSe s riznou BRDF
V tomto pripadé nas nezajimd irradiance, ale odrazena radiance. Opét se pouzije
vzorkovani zdroje svétla. Odhadujeme integral:

Lo(z,w,) = /M L(y—=z) frly—=z—w) Gy z) V(y <> x)dA,

Pro odhad tohoto integrélu se pouzije estimator

N
A
Fy = % ZLe(yk =) frlyy > 2 > wo) Glyg < ) - V(yg ¢ )
k=1
Nepiimé osvétleni na ploSe s obecnou BRDF

Chceme ziskat odchozi svétlo, coz je integral prichoziho svétla ze vSech smért.
Odhadujeme integral:

Lind(x,wo) = / Ly (r(z,wi), —wi) - fr(@,w; = w,) - cos(b;) dw;,
H(x)

kde L, je odrazené svétlo ze vzorce L, = L, + L. v bodé r(x,w;), r(z,w;) je
bod, kde paprsek z bodu z ve sméru w; protne scénu. Odpovidajici estimator
tedy je:

b

N
Lind( 0,) = |A] > Ly (r(z,wik), —wik) - fr(z, wikg = wo) - cos(bix)
N &~ p(wik)

Vypocet osvétleni ve scéné

Distribution raytracing

Piimé osvétleni pocitd vzorkovanim zdroju svétla. Pro nepiimé stiili vice sekundarnich
paprsku. To zpusobuje velkou explozi poc¢tu vzorku s hloubkou rekurze. Pro-
blémem je, ze nejvic vzorku se investuje tam, kde je velmi mala energie a tedy

malé prispévky. Dalsi nevyhodou je ad-hoc ukonceni rekurze dosazenim ma-
ximéln{ hloubky nebo minimalntho ptispévku.



Sledovéani cest (Path tracing)

Narozdil od Distribution raytracingu pouziva pouze 1 sekundarni paprsek, kdy
se po dopadu paprsku do scény vebere zpusob interakce v daném misté a pak se
provadi vzorkovani podle dulezitosti té vybrané interakce. Pro vypocet pitimého
osvétleni lze ¢ekat nez ndhodné vygenerovany paprsek trefi zdroj nebo pouzit
néjakou metodu pro vypocet piimého osvétleni v kazdém vrcholu prochazené
cesty. Vysledna hodnota pixelu bude prumér z mnoha cest z kamery ptes dany
pixel.

Sledovani cest jako feSeni zobrazovaci rovnice metodou MC

Na sledovani cest se lze divat jako na sekundarni estimator, kde ndhodnou ve-
licinou je cesta ve scéné a integrovanou funkci je hodnota ptichozi radiance z
dané cesty prenasobena hodnotou BRDF a cosinovym faktorem.

L(z,w) = / L(c) - fr(c,z,w) - cos(8) de,

ceM

kde M je prostor cest vSech délek ve scéné, f,.(c, z,w) je hodnota BRDF v bodé
x pro smér w a smér, kterym pokracuje cesta ¢, a 6 je uhel, ktery svira normala
se smérem, kterym pokracuje cesta c. Integruje se tedy ptes spoustu dimenzi v
prostoru cest.

Ukonceni rekurze ruskou ruletou

Sledovani cest umoznuje ukonéit rekurzi korektné za pouziti tzv. ruské rulety.
Kdy se v rekurzi pokracuje s pravdépodobnosti ¢ a vaha vzorku, ktery pokracuje,
se upravi koeficientem 1/¢. Formalné jde o transformace ndhodné velic¢iny dle

vzorce
7| Y/a pokud&<yq
10 jinak ’
kde £ je ndhodné ¢islo z intervalu > 0,1 < a ¢ pravdépodobnost ukonceni
rekurze. Pficemz takovato transformace zachovava nestrannost, jak je vidét zde:
E[Y] 1

BlZ)= == q+0- = = BlY]
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